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Je mehr Plus-Zeiche#, desto wichtiger, je mehr Sterpedesto schwieriger.

AUFGABE 42:

[Prasenzaufgabey; + +,xx] Sei X ein Alphabet, und fia € X undw € Z* bezeichne #w), wie ofta in w
auftaucht. Also ist z. B. #01100 = 2.

SeienX = {a,b,c} und die Sprache = {w|w € Z* #;3(w) = 2- #,(W) = #:(W) } gegeben.

(a) Geben Sie eine Grammatik= (V,Z,P,S) an, dieL erzeugt. Vergessen Sie nicht baweisendal
Ihre Grammatik korrekt ist, alsb C L(G) undL 2 L(G) gilt.

(b) Leiten Sie das Worcbace L mit Ihrer Grammatik her.

Der Lese- und Versteh-Aufwand dieser zwei Aufgaben istai@ht groRer als der Losungsaufwand ©

Schauen Sie sich auch vorher das am Ende prasentiertaedeispReduktion SAT<, BP an.

AUFGABE 43 (4 Punkte)
[++,**] Das ProblenBinary Programmind3P ist die folgende Menge:

BP = {(Ab) | A ist einem x n-Matrix mit ganzzahligen Eintraget ist ein Vektor mitm
ganzzahligen Eintragen, und es gibt einen 0-1-VektoA 0,1}" mit A-X < b}

Das Problem ISI6dependent Set Problewgl. Aufgabe 32 auf Blatt 6, am besten dort noch einmal rexchl
sen) ist die folgende, diesmal sehr kompakt beschriebemm®ie

IS={(G,k) | G=(V,E) istein Graphke IN, 3U CV, U|=k Vu,ve U : {u,v} E}

(a) Zeigen Sie: IS, BP

(b) Stellen Sie(A,B) fur den rechts dargestellten Graph®rundk = 3 auf und
geben Sie eine Losung firan.

Hinweise (i) Die Reduktion besteht darin, daf3 Sie zum Grapkes (V,E)
und der Zahk ein lineares Ungleichungssystem bestimmen, das genauGdann
1-Losungsvektoren hat, wer@ eine unabhangige Mendé ausk Knoten be-
sitzt. Interpretieren Sie dazu den 0-1-Vek®os (x,...,Xy|) folgendermalen:
i =1 <= Knoteny; ist einer der Knoten itJ. Mit dieser Interpretation im Hinterkopf: Was muf3 fur jede
Kante{u;,u;} € E gelten?

G

(i) YL1x = kkann man durch zwei Bedingungen beschreiljgh; x < kundy{; —x < —k



AUFGABE 44 (8 Punkte)
[++ +, ] Die folgende Aufgabe ist eine sehr 8ok Bastelaufgabe. Sie zeigt, wie man mit Hilfe von kleinen
Graphbausteinen regelrechtprogrammieren® kann. Und es gilt: Viel Text, aber vergleareise einfach!

Seik € IN. Einek-Farbungeines Graphe® = (V,E) ist eine Abbildungc:V — {1,...,k}, so daB fur alle
Kanten{u,v} € E gilt: c(u) # c(v).
Das Dreifarbungsproblem ist die Sprache

3COL= {(G) | Gist 3-farbba} .

Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen: 3SAT, 3COL. Da offensichtlich 3COlc NP ist, ist 3COL also
NP-vollstandig.

Betrachten Sie die beiden dargestellten Graphen, die alst@ae in der Konstruktion eines grol3eren Gra-
phen benutzt werden sollen.

(a) Sie haben die drei FarbéiRUE, FALSE, EGAL }. Was stellt der linke Graph sicher?

(b) Betrachten Sie nun den rechten Graphen. Welche Farlmerimak, Ausgang“a, wenn alle drej,Ein-
gange“e;, & undes die Farbe BLSE haben? Wenn einer der Eingange die Fareefdhat, kann man
dann die Farbe RUE auf den Ausgang bringen?

(c) Benutzen Sie die beiden Bausteine, um zur K®Nkit Klauseln der Lange 3 einen Graph€&g zu
konstruieren, so daBq genau dann 3-farbbar ist, wednerfillbar ist (denken Sie daran, dal3 sie eine
»genau dann, wenn“-Beziehung zeigen mussen).

Hinweis Benutzen Sie fir jede Klausel eine Kopie des rechten BasstLegen Sie die Eingange und
Ausgange auf Knoten des linken Graphen. Z. B. solitt® Ausgange auf dem KnotenrRUE liegen
(Warum?).

Fuhren Sie ihre Konstruktion fib = (x3 VX2 VX3) A (X1 V X2V X3) und eine erfillende Belegung durch.
(d) @ moge eine KNF Uben Variablen sein und ausKlauseln bestehen. Wieviele Knoten und Kanten
hatGe und wie grol3 ist der Grad?

Zur Erinnerung:Sei G = (V,E) ein Graph. Der Gradg(v) eines Knoteny € V ist die Anzahl der
Kanten, die er beruhrt (Fachsprache: zu denemzdentist). Der GradA(G) des Graphen ist der
groRte vorkommende Knotengrad, als@) = max{dg(v) | ve V}.




Da es vielleicht doch einige Gewthnungsschwierigkeiteirder Beschreibung kombinatorisch@®astel*-Probleme
durch,binare Programme" (vgl. auch Aufgabe 43) gibt, mdchtenhigér einmal die gesamte Konstruktion aus der
Reduktion von SAT auf BP an einem Beispiel vorfilhren. DasteBP die Sprache debinaren Programme®:

BP = {(A b) | Aist eine(n x m)-Matrix mit ganzzahligen Eintragebist ein Vektor mitm ganzzah-
ligen Eintragen, und es gibt einen 0-1-Vekor {0,1}" mit A-X < b}

,Binar* deswegen, weil die Eintrage des unbekannten(Ktafs X nur aus{0,1} sein diirfen(A,b) nennt man ein
binares ProgrammSei
P = (X VX2) A (X1 VX2) A (X1 V X2)

eine KNF Uber = 2 Variablen und mik = 3 Klauseln. Die einzige erfulllende Belegungist= TRUE undx, = FALSE.
Gemal der Reduktion der Vorlesung wird diese KNF durch ithks dargestellte Ungleichungssystem beschrieben.
Rechts sehen Sie die aquivalente Darstellung, bei deraulr die<-Relation verwendet wird.

-1.z-1.4 < -1
Z]_—I—Z'l =1 1-21—1—1-2'1 < 1
22—|—Z'2 =1 —1-22—1-2'2 < -1
27+ > 1| < 1.+1.z, < 1
un+z, > 1 -1z-12 < -1
4+z, > 1 -1.z-17Z < -1

-1.z-1.z, < -1

Einebinare Lésung istzy = 1,7 =0,z = 0, Z, = 1, was man auch al = (1,0,0,1) schreiben kann (T steht fiir
»transponiert*). Machen Sie sich den Zusammenhang zwisgéeerfullenden Belegung und dem Losungsvektor klar!
Machen Sie sich auch klar (indem Sie z. B. eine Klausel wegnesl), dal3 das resultierende Ungleichungssystem mehr
als eine binare Losung haben kann, und wie dann aus eilehiesoLdsung eine erfulllende Belegung bestimmt werden
kann.

Das Ungleichungssystem muf nun noch in,diehtige” Matrix-Form gebracht werden:

-1 -1 0 O —1
1 1 0 0 , 1
0 0 -1 -1 L -1
0 0o 1 1 fl <|1
-1 0 -1 o0 ; -1
-1 0 0 -1 2 -1
0 -1 0 -1 -1
——  —\—
Ao % bo

Ao ist also eing7 x 4)-Matrix mit Eintragen aug—1,0, 1}, X eine(4 x 1)-,Matrix* (also ein 4-Vektor) undg ein 7-
Vektor mit Eintragen au§—1,1}. Und nach allem Gesagten gilAs, b ) € BP. Allgemein istAq eine(2v+k) x (2v)-
Matrix undbe ein (2v+ k)-Vektor, also alles zusammen polynomiell grof3()|.

Firmen wie die franzosische ILOGhtp://www.ilog.com/), die im Januar 2009 von IBM gekauft worden ist, mit
einem Jahresumsatz von tiber 133 Millionen US-Dollar eckeln sogSolverfur solche und verwandte Probleme. Das
Flaggschiff von ILOG ist das bekannte Prograroptex (offizieler Name: IBM ILOG CPLEX). Dieser Firmenbereich
stellt konsequent Leute ein, die einen deutlich erkenmbhliatergrund in der Theoretischen Informatik haben, und
nach dem Kapitel Uber die NP-\VolIstandigkeit wird Ihneelleicht klar, warum das so ist.



