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1.6 Unentscheidbare Probleme 1

1.6 Unentscheidbare Probleme

Gibt es Grenzen fur das, was Turingmaschinen berechnenek® Wir werden sehen, dal’ es
solche Grenzen gibt, die sehr wichtige Probleme betre@@mauer gesagt: Wir werden zeigen,
dal3 Probleme, von denen wir uns wiinschten, dal3 sie losir@nwalgorithmisch nicht losbar
sind!

Die Godelnummer einer Turingmaschilebesteht nur aus Buchstaben g0s1,#}. Durch die
Abbildung

0 — 00
1 — 01
# — 11

dieser Zeichen kommen wir sogar nur mit dem Alphaf&tl} aus. Wir kdnnen also jede 1-
Band-Turingmaschink! eindeutig durch eine Zeichenketfd) € {0,1}* kodieren. Da der glei-
che Kodierungstrick fur beliebige BandalphabEteinktioniert, gehen wir im folgenden davon
aus, daR fur alle Turingmaschinen, die uns begegnen{0, 1} ist.

1.13 Definition:
Die Sprache

H := {(M)w| M ist eine deterministische 1-Band-Turingmaschine, distayéet mitw, halt}
ist das (allgemeinejlalteproblem

Beachten Sie, dal’ wir hier eine Menge von Zeichenfolgena@iteres Wort fiyMenge von
Zeichenfolgen® ist je&Sprachg als Problembezeichnen. Das ist eine Konvention, hinter der
steckt, dald wir letztlich das zugehorigéortproblemoder auch, in aquivalenter Bedeutung,
Entscheidungsproblemmeinen. Wir haben also die Mengdefiniert und meinen im Hin-
terkopf fur allew € {0,1}* die (maschinelle) Beantwortung der Fragec H ?“. Trotzdem:
Nur die MengeH ist das Halteproblem. Im tibrigen gilt auch #r H C {0, 1}*.

1.14 Satz: (Turing, 1936)
H ist unentscheidbar efne andere, aber aquivalente Formulierung lattest nicht rekursiv).

Beweis:
Wir nehmen an, dal3 es eine Turingmascihegibt, dieH entscheidet. D. My halt aufjeder
Eingabex, und man kann am erreichten Zustand erkennemx,®Bbl ist oder nicht!

Diese Annahme werden wir nun auf einen Widerspruch fuhren.
Wenn edMy gibt, dann gibt es auch die folgende Turingmasciiiagnjag

Turingmaschin®Mschiau

(1) die Eingabe sei
(2) fallsy= (M), dann
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1.6 Unentscheidbare Probleme 2

(3) entscheide mittelsly, ob (M)(M) € H
4) falls ja: schreibe nach rechts endlos viele 1en auf dasiBa
(5) falls nein: bleibe stehen

Die Turingmaschinégchiay konnen wir explizit hinschreiben,grogrammieren*), falls uns je-
mand died-Tabelle vorMy gibt (die als,Unterprogramm* aufgerufen wirde).

Was passiert, wenn wiNgchiay Mit der Eingabey = (Mgchiay Starten? Nun, es gibt nur zwei
Moglichkeiten, namlich die, da3 die Maschine halEdll (a)*), und die, dal3 sie nicht halt
(»Fall (b)).

(a) WennMgchiay gestartet mitMschiay , halt, heil3t das, daR die Abfrage in (3) die Antworein®
nicht halt, im Widerspruch zum Anfang der Argumentation!

Also kann Fall (a) nicht gelten. Nun betrachten wir Fall (b).

(b) WennMgchiay gestartet mitMschiay, endlos lauft, muf sich die Maschine in Zeile (4) be-
finden. Dorthin kommt sie nur, wenn die Abfrage in (3) die Aatw,ja“ ergeben hatte, also
(Mschlay (Mschiay € H. D. h. wiederum, da®schiaygestartet mitMschiay halt, im Widerspruch
zum Anfang der Argumentation!

Also kann keiner der beiden Falle eintreten, wir miissenisiogendwo von etwas ausgegangen
sein, das falsch ist. Unsere gesamte Argumentation hanaibbeine Schwachstelle, namlich die
Annahme, dal} &8l gibt. My gibt es also gar nicht, und als Konsequenisticht entscheid-
bar! O

1.15 Satz:
(a) H ist rekursiv aufzéhlbar.

(b) Das Komplement voHl, d. h.H = {0,1}*\ H, ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis:
(a) Die universelle Turingmaschimédy aus Satz 1.14 ist der rekursive Aufzahler \dnd. h.

(M)we H < My, gestartet mitM)w, halt

(b) WareH rekursiv aufzahlbar (mittels einer Turingmaschii kénnte man folgende Turing-
maschine programmieren:

Entscheider fuH
die Eingabe sefM)w
fuhregleichzeitigaus und stoppe, wenn eine stoppt:
— starte mit{M)w auf Band 1 die Turingmaschindy , die die Worter ausi akzeptiert
(aus Teil (a)) _
— starte mit{M)w auf Band 2 die Turingmaschiné, die die Worter ausi akzeptiert
halt My, halte akzeptierend, hall, halte verwerfend.
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1.6 Unentscheidbare Probleme 3

Diese Turingmaschine halt fur jede Eingabe, denn einebdaten UntermaschineiVlo oder
M, muB ja halten! Also entscheidet diese Turingmaschine ddteptoblem. Folglich (wegen
Satz 1.14) gibt eM nicht. O

Mit der schlechten Nachricht der Unentscheidbarkeit ddseeoblems beginnt nun eine ganze
Folge von derartigen schlechten Nachrichten.

1.16 Definition:
Die Sprache

He := {(M) | M ist det. 1-Band-TM, die, gestartet mit leerem Band, halt

heiltinitiales Halteproblem

Hier ist die Namensgebung in den einschlagigen Lehrhinch&ht ganz eindeutig. Das
macht jeder Autor beinahe nach Lust und Laune, aber immeiibdgt. Manchmal wirdH,
auch alsspezielles Halteproblerhezeichnet oder — etwas phantasielos —-Haieproblem
mit leerem Band

1.17 Satz:
H; ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Wir zeigen, dald man einen Entscheidungsalgorithmusifigrogrammieren konnte, wert
entscheidbar ware. Dazu programmieren wir um die Eingaioe HalteproblenH so herum,
dal3 wir eine Eingabe des initialen Halteprobldagdoekommen.

Gegeben sei also die Eingalid)w und damit die Frage(M)w € H?". Wie kann man diese
Frage beantworten, wenn man die Fragd’) € H?*“ fur alle (M") beantworten konnte?

Betrachten Sie z¢M)w folgende Turingmaschine:

festeMaschingy

(1) die Eingabe sei
(2) starteM mitw (x das ist kein Tippfehlex)
(3) fallsx= ¢, dann halte.

Nun nehmen wir an, daR wits mittels der Turingmaschind entscheiden kdnnen. Dann haben
wir:

(@) WennM bei Eingabe(festeMaschiney,,) akzeptierend halt, mul3 feskéaschiney,, bis
Zeile (3) kommen, was nur moglich ist, wel gestartet mitv, halt. Also ist(M)w e H.

(b) WennM bei EingabgfesteMaschiney),,) verwerfend halt, kann festilaschiney,,, nicht
bis Zeile (3) kommen, was nur moglich ist, welih) gestartet mitv, nicht halt. Also istM)w ¢
H.
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1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 4

D. h.: Die Antwort vonM auf die EingabefesteMaschiney,,) ist die Antwort auf die Frage
S(Myw e H?"!
Und damit kann e# nicht geben, mithin ist nicht entscheidbar. 0J

Den Trick, das Halteproblem (oder dann weiter andere unkeidbare Probleme) durch Drum-
herumprogrammieren zu maskieren, kann man immer wiedeeaewn. Er heilReduktiorund
wird im weiteren ausfuhrlich behandelt.

Eine permanente Quelle fir MiRverstandnisse bei Newcomegf diesem Gebiet ist, wer auf
wen reduziert wird. Hier im Beweis wurde das Halteprobldrauf das initiale Halteproblem
He reduziert. Im Fall der Unentscheidbarkeit wird also dasbfem, von dem man bereits
die Unentscheidbarkeit weil3, auf das Problem, von dem maods nicht weil3, reduziert.
Machen Sie sich bitte unbedingt mit dieser (in der Tat vaisieen) Sprechweise vertraut.
Und: Uben Sie Reduktionen!

1.7 Reduktionen und der Satz von Rice

Bislang haben wir uns bei Turingmaschinen noch gar nichiirdafteressiert, was nach dem
Halten auf dem Band steht. Im Vordergrund stand nur, in weeftEustand sie stoppen, bzw., ob
sie Uberhaupt stoppen. Wenn wir das, was auf dem Band ateAysgaben Abhangigkeit vom
Eingabewort bezeichnen, haben wir den Schritt zur Bereaynan Funktionen vollzogen.
Formal konnen wir damit den AusdrugkVl berechnet eine Funktioh* wie folgt definieren,
wobei dieBerechenbarkeigine Eigenschatft voi sein soll, wie z. B. in der Analysis die Mono-
tonie, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit sehr wichtiEigenschaften von Funktionen sind.

1.18 Definition:
Eine Funktionf : {0,1}* — {0,1}* heil3tberechenbgrwenn es eine (1-Band-)Turingmaschine
M gibt, fur die mitx € {0,1}* gilt:

e Ist f(X) definiert, so halM¢, gestartet mik, und f (x) steht dann auf dem Band.
e Ist f(X) nicht definiert, so halM, gestartet mik, nicht.

Ist f total, d. h. fur allex € {0,1}* definiert, und berechenbar, so hef3btal berechenbaoder
auchtotal rekursiv Diese beiden Begriffe sind synonym.

Insbesondere konnen wir mit dieser Definition auch nocmeirdie Begriffeentscheidbaund
rekursiv aufahlbar beschreiben:

e Eine Sprachd. ist genau dann entscheidbar, wenn die sdwarakteristischeé-unktion
XL :{0,1}* — {0,1} mit

XL(X) =

1 fallsxel
0 fallsx&L

total berechenbar ist.
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1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 5

e Eine Spraché ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn die (partiella)kon

, 1 fallsxe L
XL(X) =
undef fallsx & L

berechenbar ist.

Sehen wir uns nun den Beweis von Satz 1.17 noch einmal an.&irdn ihn in mehrere Teile
gliedern. Was wir dort gemacht haben, ist, daf3 wir mit Hilfees (nicht existierenden) Entschei-
ders furH¢ einen Entscheider fiil programmiert haben. Dabei bekommt égrEntscheider ei-
ne Turingmaschine in Form ihrer Godelnummer (ihres Progna) als Eingabe, so daf? die Ant-
wort desHg-Entscheiders direkt (ohne Modifikationen) die Antwort di¢ Frage,(M)w € H?
ist.

Das wollen wir im folgenden abstrahieren.

1.19 Definition:
SeienL; undLy Sprachen Uber dem Alphabi, 1}. Eine Reduktion ist eine total berechenbare
Funktionf : {0,1}* — {0,1}* fur die gilt:

xel; < f(x)ely
Wir schreiben danplL; < L2* und sagen, L1 wird (mittels f) aufL, reduziert’.

Beachten Sie, daR total sein muf3. Das wird bei Reduktionen von Newcomern gébes-
sehen. Eine weitere, sprachliche Fehlerquelle ist dieawkwen reduziert wird. Eine Esels-
briicke dafir, sich das zu merken, ist folgendes: Man Bpgegen die Pfeilrichtung<".
»<" kdnnen Sie (ungenau, aber hilfreich) aist leichter als" interpretieren.

Beachten Sie auch, dal’ diese Definition fordert, flaBtsachlich total berechenbar sein
muf3, und man nicht von irgendwelchen Annahmen ausgeher{,darjenommenL ware
entscheidbar. Dann séifolgende Funktion..*).

Und beachten Sie, dd € L; <= f(X) € L) gefordert ist. Manchmal ist es einfacher, eine
Funktion f anzugeben, fir diéx € L1 <= f(X) ¢ L) gilt. Die ist dann keine Reduktion
im Sinn der obigen Definition.

Eine kleine Diskussion von Schwierigkeiten beim Verstebad Anwenden des Redukti-
onskonzepts finden Sie am Ende dieses Abschnitts auf S. 9.

Die folgende total berechenbare Funktibrist eine solchéReduktionsfunktigrdie zeigt, daf3
H < Hg ist. (festeMaschingyy,) ist dabei die Godelnummer (das Programm) der im Beweis
von Satz 1.17 programmierten Turingmaschine.

F(x) = {(festeMaschm@M)W) falls x von der Form{M)w
0 sonst

Ganz wichtig ist hierbei, daf? die Eigenschattvon der Form(M)w* entscheidbar ist! Dadurch
kann namlichf durch die folgende Turingmaschine berechnet werden:

7. November 2008, Version 0.999



1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 6

H_auf He_Reduziere(x berechnet die Reduktionsfunktidnx)

die Eingabe sex
falls x von der Form(M)w ist: gib (festeMaschiney,,) aus
anderenfalls: gib 0 aus

Die durch die Turingmaschinid auf Hs_Reduzierer berechnete Funktidnist total und bere-
chenbar. Aul3erdem gilt

XeH = x=(M)wundM, gestartet mitv, halt=- f(x) = (festeMaschiney,,, € He

x = (M)w undM, gestartet mitv, halt nicht
XéH = = f(x) = (festeMaschineyy) ¢ He
X nicht von der FormM)w = f(x) =0 ¢ Hg

also zusammefx € H <= f(x) € H¢) und damit insgesanti < He.

f total berechenbar

{01y {01y

Abbildung 1.1: Wirkungsweise einer Reduktion (das Spiegslid)

Abbildung 1.1 (unseBpiegelei-Bild®) zeigt, was die Reduktionsfunktioh macht. Fur jedes
Wort links muB es ein Wort rechts geben (aber nicht unbedingiekehrt). Jedes Wort aus
wird dabei in die Mengé., abgebildet, ebenso wird jedes Wort dus= {0,1}*\ Ly in die
MengeL, abgebildet. Die Antworten auf die Fragere L1?“ und,, f(x) € Lo?*“ sind deswegen
identisch.

Reduktionen an sich kann man auch als Programmieraufgedyprietieren: Wie wirden Sie ein
Programm schreiben, das die Sprathesntscheidet, wenn Sie in einer externen Library eine
Prozedur finden wirden, die entscheiden kann? Konkret in unserem Beispiel Satz 1.17 kan
man, X € H?* entscheiden, wenn man den EntscheideHijrden man in der Library gefunden
hat, auf die Ausgabe vaA _auf Hs_Reduzierer, gestartet mif anwendet.

Im folgenden wird die beschriebene Intuition formaler usteht, namlich wie die Spracheigen-
schaften,entscheidbar/nicht entscheidbar” uwdkursiv aufzahlbar/nicht rekursiv aufzahlbar*
durch die Eigenschatt; < L, weitergegeben werden.
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1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 7

1.20 Satz:
SeienlL, undLy Sprachen, und séq < Lo mittelsf.

(a) IstL, entscheidbar, dann ist auch entscheidbar.
(b) IstL, rekursiv aufzahlbar, dann ist es auch

Beweis:
Der Beweis ist jetzt noch eine einfache Programmieraufgabe

(a) Gegeben sei die Frage € L1?* und eine EntscheidungsturingmaschMeg, fur L. Der
Entscheidungsalgorithmus fiig besteht darinf (x) zu berechnen und als Eingabe filr, zu
benutzen. Die Antwort voM, auf die Frage f (x) € Lo?* ist die Antwort auf die urspriingliche
Frage.

(b) geht analog, nur dal3 wir jetzt die Antwgrtein” gar nicht mehr benotigen, sondern uns nur
noch fur Halten und Nichthalten interessieren. O

Die folgende Konsequenz bekommen Sie direkt aus Satz h@6m Sie die Kontrapositionen
der Aussagen bildén

1.21 Korollar:
SeienlL, undLy Sprachen, und séq < Lo.

(a) IstLy1 unentscheidbar, dann ist auchiunentscheidbar.
(b) IstL1 nicht rekursiv aufzahlbar, dann ist auchinicht rekursiv aufzahlbar.

Was wir als,Drumherumprogrammieren* bezeichnet hatten, lai3t sichrtdgerallgemeinern,
dal’ man einen sehr machtigen Satz beweisen kann, der, @tgyasau formuliert, besagt, daf3
alle nichttrivialen semantischérEigenschaften von Turingmaschinen- und damit Computer-
Programmen unentscheidbar sind.

Dazu bezeichnen wir im folgenden mit
R ={f|f:{0,1}* — {0,1}" ist berechenbar

die Menge der berechenbaren Funktionen.
Zu einer Teilmeng&, SC %, bezeichne

Prog'S) = {(M) | M berechnet eine Funktiohe S}

die Mengealler (! ganz wichtig) Programme, d. h. Goédelnummern von Turiagahinen, die die
Funktionen aus berechnen.

Die Mengen Pro@) und Prodz. ) sind entscheidbar durch einfache Syntaxanalyse, wie @ir si
schon kennengelernt hatten. Die Eigenschaften der Wdiéser beiden Mengen werden als
trivial bezeichnet. Wir zeigen nun, dal3 alle anderen Mengen Proggntscheidbar sind!

ISie wissen schon, die Aussage=- B) ist aquivalent z—B = —A)
2Die Semantik eines Programms ist seine Bedeutung; firjderaohne Wissen tiber Turingmaschinen ist die
Godelnummer einer Turingmaschine lediglich eine niddssde 0-1-Folge.
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1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 8

1.22 Satz: (Rice, 1953)
SeiS, SC g, mit0 # S# ®.. Dann ist ProgS) nicht entscheidbar.

Beweis:

Seiu die fur keine Eingabe definierte Funktiamist berechenbar im Sinne der Definition 1.18,
z.B. durch die (ganz konkrete) TuringmaschMg, die sofort in eine Endlosschleife geht. Mit
anderen Wortenu € £ und (M) € Prog % ). Beachten Sie, dal} schon Pfég}) unendlich
viele Programme enthalt.

Entweder isu ¢ S(,Fall (a)“) oderu € S(,,Fall (b)*).
Fall (a):u ¢ Sund damit auciM,) & Prog'S). Wir zeigen:He < ProgS).

Da S+ 0, gibt® es eine Funktiors € S, die durch eine (wieder ganz konkrete) (1-Band-)Tu-
ringmaschineMs mit (Ms) € Prog S) berechnet werden kann. Nun schreiben wir ein neues Pro-
gramm:

Drumherumy,

die Eingabe sey
starteM mit leerem Band auf einem Hilfsband
starteMs mit y

Als Reduktionsfunktion nehmen wir

F(x) = (Drumherumy) fallsx= (M)
(M) fallsx# (M) (der,sonst'-Fall)

f ist total berechenbar, eine Eigenschaft, die eine Redusfimktion zu erfullen hat, und tber
die man zumindest nachzudenken hat. Nun gilt:

XxeHe = x=(M)undM, gestartet mig, halt
= f(x) = (Drumherumy,) und Drumherum,, berechnes € S
= f(x) € ProgS)

x = (M) undM, gestartet mit, halt nicht
= f(x) = (Drumherumy,) und Drumherum,, berechneti ¢ S
XZHe = = f(x) ¢ ProgS)

x nicht von der FormM) = f(x) = (My) &€ Proq'S)

Fall (b):u e S Wir zeigen diesmalH; < Prog S).
Interessanterweise konnen wir die Reduktionsfunktianfall (a) ganz ibernehmen!

3An dieser Stelle wird der Beweisichtkonstruktiv Niemand berechnet fiir uns diese®s fallt beinahe vom
Himmel.

7. November 2008, Version 0.999



1.7 Reduktionen und der Satz von Rice 9

DaS# %, gibt es eine Funktios € % \ S, die durch eine (ganz konkrete) (1-Band-)Turingma-
schineMs mit (Ms) ¢ ProdS) berechnet werden kann.

Als Reduktionsfunktion nehmen wir wieder

£lx) — (Drumherumy,y)  falls x = (M)
0 = (My) falls x # (M)

Mit dieser total berechenbaren Funktibrzeigen Sie bitte nun als Fingertibung einmal selbst:
X € Hg <= f(x) € Prog S O

Zum besseren Verstandnis des Beweis dieses Satzes Kibtsith noch einmal das Spiegelei-
Bild (Abbildung 1.1) vornehmen und ganz konkret die beidéile=des Beweises untersuchen,
indem Sie die vorkommenden Turingmaschinen einzeichnen.

Der Satz von Rice hat sehr weitreichende Konsequenzennemekonkreten Beispiel ange-
wandt besagt er folgendes: Angenommen, es geht um die MalggeNavigationsprogramme,
die in Landkarten den kurzesten Weg zwischen zwei Orteedb@en. Dann gibt es kein Korrekt-
heitsuiberpriufungsprogramm, das fir jedes moglicheiddégionsprogramm dessen Korrektheit
Uberpruft. Damit wird der schwarze Peter an Sie zuriigkgen: Wenn Sie ein Navigationspro-
gramm schreiben, miissen Sie das selbst so systematis¢tfemata Sie lhrem Kunden im
Zweifelsfall die Korrektheit Ihreginen, ganz konkretdProgramms beweisen konnen.

Machen Sie sich mit der genauen Bedeutung des Satzes vonéRicaut. Newcomer wen-
den ihn haufig zu grol3ziigig an. Insbesondere, dal3 es inmhalla Programme geht, die
die Funktionen irSberechnen, wird leider allzu gern Uibersehen. Schranktdi@Program-
me (nicht die Funktionen!), um die es geht, ein, kann das |IBroldurchaus entscheidbar
werden.

Einige Bemerkungen zu den Reduktionen: Wir haben in deneobiusfiihrungen immer
zwei Richtungen gezeigt, namli¢k € L1 = f(X) € Lz) und(x ¢ L1 = f(X) & L2). Newco-
mer schreiben gerne die erste Richtung hin und machen dafatkiaus dep=-"-Zeichen
,<"-Zeichen. Wenn aber die ausgedachReduktionsfunktion* nicht korrekt ist, kommt
der Fehler leider meist in dgr="-Richtung vor und bleibt somit unentdeckt. Um auf der
sicheren Seite zu sein, sollte man in der Anfangszeit imre&tebRichtungen getrennt be-
weisen.

Ein Hindernis fur Newcomer beim Verstehen des Reduktionskpts ist die verwirren-
de(?!?) Vielzahl der vorkommenden Turingmaschinen(-Ruogne): Es gibt drei Ebenen,
auf denen welche auftauchen:

e Ebene 1;Konnte marl, entscheiden, dann auth.” Hier wird eine Maschine flit ¢
angegeben. Sie taucht im Beweis von Satz 1.20 auf.

e Ebene 2;;Man kannL; aufL, mittels f reduzieren.“ Hier wird eine Maschine fir die
Berechnung der Reduktionsfunktidnprogrammiert.

e Ebene 3;, xeL; <= f(x) € Lo." Hier sind diex und f (x) ganz haufig Maschinen.

Hier hilft leider nur die intensive Beschaftigung mit deesdrei Ebenen, um Klarheit in und
Vertrautheit mit diesem Gebiet zu bekommen.
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1.8 Rekursive Aufzahlbarkeit 10

1.8 Rekursive Aufzahlbarkeit

Bislang wurde die Mengeneigenschaftursiv aufahlbareinfach nur als abstrakte Bezeichnung
benutzt. Im folgenden werden wir wenigstens den Bestadraltégahlbar erklaren.

1.23 Satz:
Seil eine unendliche Sprache. Dann gilt:

L ist rekursiv aufzahlbar—> es gibt eine total berechenbare surjektive FunkgiofO,1}* — L

Beweis:
n

Seig: {0,1}* — L eine total berechenbare surjektive Funktion, die von dBedd-Turingma-
schineMy berechnet werden moge, und die wir sozusagen wieder in Bnogrammlibrary zur
Verfugung gestellt bekommen haben. Ziel ist es, eine Tmiaschiné zu programmieren, die,

gestartet mik € {0,1}*, fur genau diex € L halt und dabeMy als Unterprogramm benutzt.

M arbeitet wie folgt: Sie bekommt ein beliebiges {0,1}* als Eingabe auf Band 1 und sucht
nun einy € {0,1}* mit g(y) = x. Das macht sie, indem sie systematisch nacheinander adfBan
die moglichery-Werteg, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . erzeugt. Dieser moglicheWert wird auf
Band 3 kopiert. Auf Band 3 wirdlg nun mity gestartet. D total ist, haltMq fUr jede Eingabe.
Die Ausgabe vorMy, gestartet mit, wird nun mit der Eingabe auf Band 1 verglichen. Bei
Gleichheit wird gestoppt, bei Ungleichheit wird der naehsWert ausprobiert. Dg surjektiv
ist, gibt es fur jedes € L einy mit g(y) = X, d. h. ist die Eingabe ik, wird ein solchey auch
gefunden. Anderenfalls versandétin einer Endlosschleife.

Auf einem hoheren Level lal3t sid¥t algorithmisch so beschreiben:

Die Turingmaschind/:
die Eingabe sex;
y=¢
while My, gestartet miy, nichtx ausgegeben hab y := nexty).

Insgesamt haben wilNl, gestartet mik, halt <= x € L.

p ="
Dal rekursiv aufzahlbar ist, gibt es eine Turingmaschyhedie auf genau den Eingaba&re L
halt. Wir miissen nun eine TuringmaschiMg programmieren, die

(i) fur jedeEingabe halt,
(ii) nur Worter aud. ausgibt und
(iii) jedes Wort aud. ausgeben kann.

Die vonMg berechnete Funktion ist dann die gesuchte Funigion

Was bedeutet es u. a., dM} gestartet mit, halt? Es gibt eirt € IN, so dal3M, gestartet mit
X, nacht Schritten stoppt. D. h. als Eingaldir Mg werden beliebige Paale,t) (die missen
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1.8 Rekursive Aufzahlbarkeit 11

geeignet kodiert werden!) verwendbtg flhrt dannt Schritte vonM, gestartet mik, aus. Wenn
M dabei eine Endkonfiguration erreicht, wix@dusgegeben, ansonsten ein fegtgse L.

Da Mg ja einy € {0,1}* als Eingabe bekommt, mussen wir uns nun tiberlegen, wielavaus
ein Paar(x,t) € {0,1}* x IN machen. Das geht z. B. wie folgt:

. . (a1...an,t) fallsy=a;...ay01...1
auseinsmachzwei(y) = t viele
(0,1) sonst

auseinsmachzwei ist total berechenbar und surjektiv. Instruktive pete sind:

auseinsmachzwei(01101011]1 = (01101 3),
auseinsmachzwei(011) = (g, 2),
auseinsmachzwei(1111) = (O 1),
auseinsmachzwei(0110 = (011,0)

Man sieht, wir kdbnnen sagen, dal3 winjdie rechteste 0 als Komma interpretieren (und den Fall
abfangen, dai gar keine 0 enthalt).

Nun ist es ein leichtes, das Programmfly anzugeben.
Die Turingmaschind/g:

die Eingabe sey,

(x,t) := auseinsmachzwei(y);

simuliere auf einem Extra-BanidSchritte vonM, gestartet mik;
falls M eine Endkonfiguration erreicht hat, gitaus, sonstsix

Ebenso leicht ist es, die Punkte (i) bis (iii) zu Uberprilfe O

Eine interessante Programmieraufgabe ist es, die Korigirnukus dem gerade gefiihrten Beweis
zu benutzen, um die Funktiansogar bijektiv zu machen, d. h. ein Verfahren anzugeberfidas
jede Eingabeg ein anderes Wort € L ausgibt.

Insgesamt kdnnen wir nun ein Programm schreiben, das maciterg(€), g(0), g(1), g(00),
g(01), g(10), g(11), g(000), ... hinschreibt, also tatsachlithaufzahlt!Uberlegen Sie sich, was
das bedeutet: Wir wissen z.B., dal3 das initiale Halteprobie rekursiv aufzahlbar ist. D. h.
jetzt also, daf? es ein Verfahren gibt, das nacheinandePatigramme(M) aufschreibt, die,
gestartet mit dem leeren Band, halten.

Beachten Sie, daf? es im allgemeinen bei der Reihenfolge usgabe keingschone* Ordnung
geben kann, wenn man eine rekursiv aufzahlbare Spraghé einer wie oben konstruierten
Funktiong aufzahlt, da. ansonsten bereits entscheidbar ware.

Zum Abschlul3 dieses Kapitels der Vorlesung wollen wir nochpaar nicht offensichtliche
Eigenschaften rekursiv aufzahlbarer Sprachen unteesuch

Dazu fuhren wir ein paar Sprechweisen ein:
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1.8 Rekursive Aufzahlbarkeit 12

e Eine Menger von Sprachen bezeichnet man&fgachklasseder auch alSprachfamilie
Z.B.ist£ = {L | L ist entscheidbardie Klasse der enscheidbaren Sprachen, Lge-
{L | L ist rekursiv aufzahlbgrdie Klasse der rekursiv aufzahlbaren Spraéhen

e Wenn wir einek-stellige Operation ap,...,.) auf Sprachen haben, also eine Operation,
die ausk Sprachen eine neue Sprache macht, dann ist eine Spraehklagsnau dann
gegenop abgeschlossefeine alternative Sprechweise iahter op abgeschlossgnwenn
gilt: Lg,...,Lx € £ = op(Ly,...,Ly) € £

Z.B. kann man sich ganz einfach uberlegen, daf} die entHzdaein Sprachen gegen die
Vereinigung abgeschlossen sihg; L, € £ = L1 UL € £. Auch wissen wir aus Satz 1.15,
daf3 die rekursiv aufzahlbaren Sprache nicht gegen Kongitdung abgeschlossen
sind, daH € Lo = H ¢ £o.

Wir hatten gerade erwahnt, dal® es einfach ist zu zeigendidaghtscheidbaren Sprachen gegen
die Vereinigung abgeschlossen sind. Ein Beweis besteint, diar eine Eingabe& zuersizu uiber-
prufen, obx € L ist. Wenn nichtdannwird x € Ly Uberprift. Dieses Nacheinanderuberprifen
ist moglich, da die entscheidenden Turingmaschinen jagmimalten.

Eine Schwierigkeit beim Beweis von Abschluf3eigenschdiiemekursiv aufzahlbare Sprachen
besteht darin, daR man dieses Nacheinander nicht machen$atien Sie sich vok ¢ L1 und

X € Lo. Wirde zuerst Uberprift, obin L1 ist, wirde das Verfahren in eine Endlosschleife laufen,
obwohlx € L1 ULy ist.

Zum Ziel fuhren hier zwei mogliche Programmiertechniken

Zum einen konnte man beide Maschinen gleichzeitig (arsdéf@rt, das oft benutzt wird: paral-
lel) auf zwei Bandern mit jeweils der Eingakéaufen lassen. Sobald eine der beiden halt, halt
die Maschine fur die Vereinigung.

Zum anderen konnte man wie ein Ein-Prozessor-Computeruttitislsking-Betrieb arbeiten: Je-
de Maschine bekommt ein Zeitfenster, wahrend dessendieee darf, danach wird die Konfi-
guration gespeichert, und nun ist die nachste Maschinme deaien abgespeicherte Konfiguration
geladen wird, so dal3 deren Rechnung fur die Dauer des Zstighes weitergefuhrt werden kann.
Die Kombination der Maschinen lal3t man also kontrolliattfen. Damit nicht eine Maschine
endlos lauft, laRt man jedgein biRchen* laufen. Implizit ist dieser Trick auch im Beweler
Richtung, =" von Satz 1.23 zu finden, namlich in Form der Zeitschranke

1.24 Satz.
SeienlL, undL, rekursiv aufzahlbar. Dann gilt:

() L1ULy ist rekursiv aufzéhlbar.

(i) LyNLy istrekursiv aufzéhlbar.

4Warum sie mitzo bezeichnet wird, werden wir spater noch entdecken.
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Beweis:
Nach der Vorstellung des Parallellaufens und des Zeitbehgiicks ist nun klar, wie die Maschi-
nen arbeiten mussen.

Fur die Vereinigung reicht es, wenn eine der beiden Maschivélt, beim Durchschnitt missen
beide halten. O

Im Beweis von Satz 1.15 hatten wir durch Anwendung der paleadl Ausfiihrung von Program-
men furH undH gezeigt, dafH nicht rekursiv aufzahlbar ist. Der gleiche Beweis gehtifdath
fur alle rekursiv aufzahlbaren Sprachen.

1.25 Satz: _
L ist entscheidbar—> L undL sind rekursiv aufzahlbar.

Um fur die rekursiv aufzahlbaren Sprachen zu zeigen, dafegen kompliziertere Operationen
wie die Konkatenationo“ (auch Produkt genannt und definiert durdh:o L, := {w | Ju €
L13v € Lo w = uv}) abgeschlossen sind, ist der Programmieraufwand zwdegr@ber die
beiden genannten Tricks funktionieren noch immer.

Nachdem wir uns bislang mit dem Grenzbereich dessen, wastimamaupt mit Computern
berechnen kann (und was nicht!), beschaftigt haben, walle uns nun mit dem auseinan-
dersetzen, was man mit Computern schnell berechnen kaxdnaas vermutlich leider nicht).

Erstaunlicherweise sind auch dabei Turingmaschinen uddR®nen extrem nitzlich. Bei den
Reduktionen werden wir im folgenden auch auf die Zeit achdeman braucht, um die Reduk-
tionsfunktion auszurechnen.
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